YLEINMEN Ko 2067

MATEMATIIKKA /TILASTOTIEDE — ratkaisut ja arvostelu

1.

a) Ratkaise yhtélo 22 —1=5(z—1). (2p.)

Ratkaisu:

2-1=5z-1) e @z+1)(z-1)-5z-1)=0(z-4)(z-1)=0cz=4taiz=1.
Siis yhtélon ratkaisut ovat z =1 ja z = 4.

Arvostelu:

Kummastakin ratkaisusta (korrektilla tavalla loydettynd) +1p. Yksittdinen pieni laskuvirhe
—1p.

b) Laske flsx(2\/5 —1)dz. (2p.)

Ratkaisu:
s ® o 32 4 s/2_ 1 o
2 _1 d - 2 _— d = —_ N
/lzc(\/i )dz /1(27 z)dzx 1/(533 2m>
TR 4 1\ 4 3
‘(58 28) (5 2)_5128‘/5 32 10
_1024v/2 — 323
B 10 '
Arvostelu:

Integraalifunktio muodostettu oikein +1p. Mikili ei, koko tehtdvistd tulee Op. paitsi jos
virhe on hyvin védhdinen (tyypillisesti 25/2:n tai z2:;n kertoimessa lapsus). Sijoitus tehty
oikein +%p.- Sievennetty mahdollisimman siistiin muotoon +%p.

c) Vektorit @, b ja € lihteviit samasta pisteesti ja toteuttavat yhtilon 2a — 3b + ¢ = 0.
Osoita, ettd niiden péitepisteet ovat samalla suoralla. (2 p.)

Ratkaisu: B B
Olkoot A, B ja C vektoreiden a, b ja ¢ péadtepisteet. _O}etuksesta seuraa ¢ = 3b - 2a,
jolloin ¢ —a = 3b—2a —a = 3(b — a). Siten vektorit AC = ¢—a ja AB = b—a ovat
yhdensuuntaiset, mikid merkitsee, ettd pisteet A, B ja C ovat samalla suoralla.
Arvostelu:

Oivallettu, ettd tarvitaan muotoa ¢ —a = k(b— @) (k reaaliluku) oleva yht&ld (tai vastaava)
+1p. Johdettu sellainen oletuksesta +1p.
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MATEMATIIKAN TEHTAVAT — ratkaisut ja arvostelu (LK & PN)

1. a) Ratkaise yhtalopari
4r—-3y=1
(3p.)
5c + 6y = —1.
Ratkaisu:
Kertomalla ensimmaéinen yhtilo kahdella saadaan yhtéapitdva yhtilépari
8r — 6y = 2
5t + 6y = —1.

Laskemalla ndm3 yht&dlét puolittain yhteen saadaan 13z = 1, josta = = Tl— Sijoittamalla

3
tdma alkuperdisen yhtéloparin ensimmaiseen yhtdléon saadaan 4 - 1—1§ -3y =1e€l 3y =
1:13. -1= ——1%, josta y = —%. Siis yhtéloparin ratkaisu on (z,y) = (%, —1—33)
Arvostelu:

Yksittadinen laskuvirhe —0.5p. Joko z tai y jdanyt ratkaisematta —1p.
b) Kuinka monta reaalijuurta on yhtalslla 3 + 2 = 22 + z? (3 p.)

Ratkaisu:

Kyseiset juuret ovat tdsmélleen polynomin f(z) = z® — 2 — z + 2 (reaaliset) nollakohdat.
Tutkitaan f:n kulkua derivaatan avulla. Polynomifunktiona f on jatkuva ja derivoituva
ja f'(r) = 3z2 — 2z — 1. Siis f":n kuvaaja on ylésaukeava paraabeli, ja sen nollakohdat
ovat = —1 ja = = 1. Niin ollen f on aidosti kasvava vileilli |—oo,—1] ja (1,00l seki
aidosti vaheneva vililla [—%,1]. Koska f(-2) = -8 < 0 ja f(——11—3) = g% > 0, seuraa f:n
jatkuvuuden (ja ns. Bolzanon lauseen) perusteella, ettd f:114 on nollakohta valilld [—2, —1—13—] .
Siten f:114 on tésmélleen yksi nollakohta vililli ]—oo, —31]. Toisaalta f(1) = 1 > 0, joten

f:114 ei ole nollakohtia vileills [—1,1] ja [1,00].

+ —'+
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Vastaus: yhtalolld 22 + 2 = 22 + z on téismalleen yksi reaalijuuri.

Arvostelu:
Funktion f jatkuvuus jadnyt mainitsematta —0.5p. Nollakohdan olemassaolon perustelut

puuttuvat —1p.

2. Halutaan valmistaa litran vetoinen suorakulmaisen srmién muotoinen kanneton astia, jonka
pohja on nelié. Vaippaan kdytettdvi pelti on kaksi kertaa niin kallista kuin pohjaan kiytet-
tavd. Miten astian korkeus ja pohjasirmin pituus on valittava, jotta astian valmistaminen
tulisi mahdollisimman edulliseksi? (Tarkat arvot, ei likiarvoja.) (6 p.)

Ratkaisu:

Olkoon astian korkeus h cm ja pohjasdrmén pituus z cm, missd h > 0 ja z > 0. Astian
tilavuudelle asetetusta ehdosta saadaan yht#ls z2h = 1000 eli h = 1000/z2. Valmistuskus-



tannukset ovat suoraan verrannolliset lausekkeeseen
8000
K = pohjan ala + 2 - vaipan ala = 2?2 +2-4zh = 2% + /.
x
Tarkastellaan tdtd muuttujan z funktiona K (z). Selvisti K on derivoituva méérittelyjou-

kossaan |0, 00| ja
8000 22 — 8000

x2 x2

K'(z) =2z —

Koska z? > 0, niin osoittaja miiras derivaatan merkin. Osoittaja 222 — 8000 on aidosti
kasvava funktio ja 2z — 8000 = 0 & z3 = 4000 < = = 10+/4. Siten K’(z) < 0, kun
z €10,10¥/4[, ja K'(z) > 0, kun = € ]10v/4, oof. Siis K on aidosti vihenevi valilla ]0, 10/4]
ja aidosti kasvava vililla [10v/4, co[, joten se saa pienimmin arvonsa kohdassa = = 10V/4.

Tallgin 1000 1000 5

22 T 100916 V2

Vastaus: astian korkeudeksi tulee valita 5/+/2 cm ja pohjasirmin pituudeksi 10v/4 cm.

h=

Arvostelu:
Laskuvirhe —1p. Asriarvoa ei ole perusteltu minimiksi funktion kulun tai toisen derivaatan
avulla —1p. Ei mitd4n mainintaa &&riarvosta —2p. Kustannusfunktion maéarittelyssd virhe
—2p.
Tarkastellaan kolmiota, jonka kérkipisteet ovat O = (0,0), A = (3,4) ja B = (0,6).
a) Maéaritd kulman AOB puolittajan ja sivun AB leikkauspiste. (3 p.)
Ratkaisu:

=t . . . -——) . . . - g4 _>
Muodostetaan paikkavektorit OA = 3i+4j ja OB = 6j seki erotusvektori AB = OB—0A =
—3i+ 2j. Olkoon etsitty leikkauspiste P. Kulmanpuolittajalauseen mukaan kolmion kulman

— —

puolittaja jakaa vastaisen sivun viereisten sivujen suhteessa. Koska |OA| =5 ja |OB| = 6,
saadaan P:n paikkavektoriksi
— 18 54

AB=31+4J+—-——( 3i+2j) = Tl—H-ﬁ‘]

Siis P = (1—? 5—1) = (1%,41%).

Arvostelu:

Toteamalla, ettid piste P jakaa janan AB suhteessa 6 : 5, saa +1.5p. ja maarittaméalla P:n
koordinaatit +1.5p. Vahiinen laskuvirhe —0.5p. Isompi laskuvirhe —1p.

b) Kolmion rajoittama alue pyoréhtdd x-akselin ympéri. Laske syntyvan pyorahdyskappaleen
tilavuus. (3 p.)

Ratkaisu:

Tapa 1. Pisteiden O ja A kautta kulkevan suoran yhtilo on y = %m, ja pisteiden B ja
A kautta kulkevan suoran yhtilé on y = —%x + 6. Yleistd pyorahdyskappaleen tilavuuden
kaavaa soveltamalla saadaan kysytyksi tilavuudeksi

3 3 3
V:w/ (—%a:+6)2da:—7r/ (%m)zdx;w/ (—19-2-:52—8$+36)d:£
0 0 0
3
_ / (—423 — 42 4+ 36z) = m(—12 — 36 + 108) = 60r.
0
Tapa 2. Merkitddn D = (3,0) ja E = (9,0). Talloin pisteet B, A ja E ovat samalla
suoralla. Kolmion OFB pyorahtiessi z-akselin ympari syntyy kartio, jonka tilavuus on
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i = %w629 = 1087. Samoin kolmioiden ODA ja DFEA pyorahtiessd syntyvat kartiot,
joiden tilavuudet ovat V, = %71'423 = 167 ja V3 = %—w426 = 327. Kysytty tilavuus on
V=V-V,—-V3=060r.

92
B=(0,¢)

——N\ A=(3,Y)
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[/ 1 > Na >
o D = (3,6) € = (9,0)

Tapa 8. Ns. Pappuksen kaavan mukaan on V = 2myA, jossa y on pyordhtdvin tasoalueen
painopisteen etiisyys pyorahdysakselista ja A on sen pinta-ala. (Huomattava, ettd alue ei
leikkaa pyorahdysakselial) Kolmion OAB painopisteen koordinaatit ovat

_0+3+0 _0+4+6 10

S N | - -
2" 3 b y 3 37

ja sen pinta-ala on A = %6-3 =9. Siten V = 277'% -9 = 60m.

Arvostelu (tapa 1):
Lauseke V = 7rf03(~ - )2dz — 7rf03(- -+)?dz oikein muodostettu +2p. Integraalit laskettu

+1p. Pieni laskuvirhe —0.5p. Irtopisteitd saa esim. py6rahdyskappaleen tilavuuden kaavan
muistamisesta +0.5p.



